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摘要 
近年来，随着量子信息这一新兴领域的蓬勃发展，量子纠缠逐渐成为人们的热门话
题。量子纠缠是量子力学不同于经典物理的，存在于多子系量子系统中的一种最奇妙、
最不可思议的现象。而在实际的量子信息处理过程中，系统不可避免地与环境发生相互
作用，从而造成系统的量子相干性破坏或量子态的塌缩，这种现象在量子力学中被称为
量子退相干。 
本文研究了外场的量子相变对中心粒子退纠缠的影响。本文讨论三量子比特与 XY
自旋链耦合的模型，并研究了其退纠缠的动力学过程。首先对体系的哈密顿量进行求解，
找到相干性因子的精确表达式。然后通过对相干性因子及系统参数的讨论，证实量子临
界现象对中心自旋粒子退纠缠有极大的影响。并通过分析得到了一个比例规则。 
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Abstract 
Recently, along with the development of quantum information, quantum 
entanglemant became a hot topic of people. Quantum entanglemant is one of the most 
amazing phenomenon in quantum mechanics that is totally different from classical 
physics. However, system would interact with environment in the practical quantum 
information process. The entanglement would be broken. 
In this paper, we study the disentanglement evolution of three spin qubits in an 
XY spin-chain environment. The dynamical process of the disentanglement is 
investigated. We found the exact expression of the coherence factor. We discuss the 
coherence factor and the parameters, and then we illustrate that the disentanglement 
of central spins is best enhanced by the quantum critical behavior of the 
environmental spin chain. Furthermore, a scaling rule is obtained. 
 
Key Words: qubit; XY spin chain; coherence factor; disentanglement; quantum phase 
transition 
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第 1 章 绪论 
1.1 研究背景 
近年来，随着量子信息这一新兴领域的蓬勃发展，量子纠缠逐渐成为人们的
热门话题。量子纠缠是量子力学不同于经典物理的，存在于多子系量子系统中的
一种最奇妙、最不可思议的现象，即对一个子系统的测量结果无法独立于其他子
系的测量参数。量子纠缠已在量子通讯中得到了广泛地应用：利用纠缠人们创造
出了量子纠错编码[1]、稠密编码[2]、隐形传态[3]等经典信息理论不可思议的奇迹；
构造出了Shor分解大数质因子[4]、Grover随机数据库搜索[5]等量子算法；利用理
想的量子计算机，可以进行大规模的并行计算，实现经典计算机不可比拟的信息
处理功能。 
量子纠缠现象最早出现在爱因斯坦质疑量子力学体系的完备性时提出的
EPR 佯谬[6]中，它试图论证在承认局域性和实在性的前提下量子力学描述的不
完备性。而量子纠缠的概念和术语是由薛定谔于1935 年首次引入量子力学，并
称之为“量子力学的精髓” [7]。从此，量子纠缠问题一直是物理学中一个引人注目
的研究领域。一方面，量子纠缠体现了量子态的非定域性，有助于人们对量子力
学本身基础问题的研究；另一方面，它在量子信息处理，例如量子隐形传态、量
子编码及量子纠错、量子密钥分配和量子计算中具有重要的应用价值。可以说，
没有对量子纠缠现象的深入研究，就没有今天的量子信息学。早期对于纠缠态的
研究都是限于哲学思辨的层次上，直到1964 年Bell不等式[8]提出后，才使得量子
理论与局域隐变量理论的预言的差别可以通过实验来验证，结果是实验支持了量
子力学几率的预言，人们开始把纠缠这一非经典特性应用到信息科学和计算科学
中去。 
1.2 国内外研究现状及发展趋势 
在实际的量子信息处理过程中，系统不可避免地与环境发生相互作用，从而
造成系统的量子相干性破坏或量子态的塌缩，这种现象在量子力学中被称为量子
退相干。由于量子退相干，量子纠缠会发生变化，故研究量子退相干对量子纠缠
的影响是一个很有意义的事情。研究系统受外界作用时纠缠的演化规律，我们称
之为纠缠动力学。由Zeh[9]在1970年提出、并经Zurek[10]等发展起来的量子退相干
理论，比较成功地解释了各种量子退相干现象，他们提出量子退相干是由于系统
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与环境之间不可避免的作用造成的。系统的密度矩阵的演化可以用来描述退相
干，密度矩阵对角线上的元素代表了经典的概率态，其他非对角元则代表了这些
态之间的相干关联。当退相干产生时，体系的密度矩阵迅速对角化，从而使得量
子叠加性质消失。 
量子退相干的原因主要有以下几点： 
1）量子测量造成的退相干。 
2）与环境耦合造成的退相干。 
3）量子信息的衰减造成的退相干。 
近些年来，研究消相干对量子计算的限制以及各种量子系统的消相干过程已
经成为量子信息领域中非常重要的内容。其中“两个量子比特与不同环境相互作
用时的纠缠演化” [11-16]成为一大热点问题。 
最近，人们开始研究外场自旋链中的量子相变（quantum phase transition）对
粒子退相干及退纠缠（解纠缠）的影响。本文讨论三量子比特与XY自旋链耦合
的情况。我们将首先对体系的哈密顿量进行求解，找到我们关心的函数的精确表
达式。然后对此函数展开讨论，研究量子临界现象对中心自旋粒子退纠缠的影响。
并通过分析得到了一些较有价值的结论。 
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第 2 章 基础知识 
2.1 量子比特 
现有的经典信息以比特(bit)作为信息单元。从物理的角度来讲，比特是一个
两态系统，它可以被制备为两个可识别状态中的一个，如0或1。从物理实现的角
度来说，就是要设计一个拥有两个可以区分状态的物理系统，这两种状态之间有
很高的能量势垒，以致于它们之间不能进行自发的相互转换。在经典计算机中，
电容器平板之间的电压可以用来表示信息比特，有电荷代表1，无电荷代表0。与
经典比特相对应，在量子信息学中，量子信息的基本单位是量子比特(qubit)。一
般来说，它具有两个态: 1 和 0 ，并且以这两个独立态为基矢，张起一个二维
复矢量空间。量子态区别于经典态的最重要的性质在于它的相干叠加性，即它可
以表示为上面两种状态的叠加： 
1 0a bψ = +  
如果我们对这个量子比特进行测量，那么有 2a 的几率得到1，有 2b 的几率
得到0。这里a和b满足 2 2 1a b+ = 。当量子比特处于混合态时，它的状态就不
能写成波函数形式而只能用密度矩阵来表示，例如： 
1 1 ( 1) 0 0ρ λ λ= + −  
表示量子比特处于基态和激发态的混合态，其中0 1λ≤ ≤ 。当 0λ = 时，
量子比特处于基态；当 1λ = 时，量子比特处于激发态；当 1
2
λ = 时，量子比特
处于最大混合态。 
对于N个量子比特，一组合适的基态是由单个量子态 0 ， 1 的2N 个直积
态给出： 
1 1... ,N Nn i i i−= ⊗ ⊗ ⊗  
这里 0,1ki ∈ ，并且 1
0
2
N
k
k
k
n i −
=
= ∑ 。在这个张量积中，最右边的态 1i 属于
第一个量子比特。N个量子比特的量子态能表示成这些基态的叠加。例如两个量
子比特的情形： 
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0 1 2 300 01 10 11 ,a a a aψ = + + +  
这里系数 ka 满足归一化条件
1
2
0
1
N
k
k
a
−
=
=∑ 。作用在一个含有N个量子比特的
系统的量子操作，用 N N× 的幺正矩阵表示。 
许多两态的量子系统都可以看作量子比特，常见的有:具有正交偏振态的光
子、具有自旋的电子或原子核、两能级原子、超导约瑟夫森器件等。量子信息处
理的过程就是操控这些量子系统的量子态的演化过程。量子比特的最显著特性是
相干叠加性，即量子比特可以处在两个本征态的叠加态上。在对量子比特的操作
过程中，两态的叠加振幅可以互相干涉。 
2.2 量子纠缠 
量子纠缠可以说是量子信息的最核心的部分，几乎所有的量子信息的研究都
与其有关。那么什么是量子纠缠呢？所谓量子纠缠态是描述多粒子体系或者多自
由度体系的一种量子态，这种量子态在任何表象中都不能写成各单粒子或自由度
的直积态[17]。按照量子力学的测量理论，对处于 ψ 态复合系统子系之一的测量
将会使态 ψ 坍缩到其中之一项上，从而对子系之一的测量结果瞬间决定了另一
个子系的态，这就是所谓的量子纠缠现象[18]，可对其进行如下定义：  
当两个子系构成的复合系统处于纯态 ψ ，若 ψ 的对偶基展开中含有两项
或两项以上（即描述子系的密度算子[19]有两个以上的非零本征值），则称 ψ 是
一个纠缠态，如果展开式项数等于1，即： 
1 2ψ ψ ψ=  
就称 ψ 是非纠缠态（或可分离的）。非纠缠态是两个子系的纯态的直积态。
所以反过来也可以定义纠缠态为：复合系统的一个纯态，如果不能写成两个子系
统纯态的直积态，这个态就是一个纠缠态。 
1951年，Bohm在他的著作[20]中，以自旋为1/2的二粒子为例，对纠缠态给出
了更简洁的物理陈述，设1、2两个自旋为1/2的粒子组成的相关体系处于自旋单
态，即总自旋为零，这时粒子称为EPR对，并且它们朝相反的方向运动，这个关
联体系的状态可以由反对称自旋波函数来描述，即： 
1 2 1 2
1,2
1
2
ψ χ χ χ χ+ − − +⎡ ⎤= −⎣ ⎦  
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更一般的情况，粒子处于自旋向上和自旋向下两种状态，1、2两个这样的粒
子组成的量子系统可以组成四个纠缠态：  
0 表示自旋向上的状态， 1 表示自旋向下的状态  
1 ( 00 11 )
2
1 ( 00 11 )
2
1 ( 01 10 )
2
1 ( 01 10 )
2
φ
φ
ψ
ψ
+
−
+
−
= +
= −
= +
= −
 
通常将这四个态称为Bell基，其中 ψ − 为单态，其余三个态为三重态，这
四个态构成四维的希尔伯特空间的一组正交完备归一基。因此，此空间的任何态
矢都可以按这4个基展开。 
2.3 纠缠度量 
量子纠缠在量子信息学中占有极其重要的地位，是量子信息和量子计算的资
源。那么，如何量化纠缠就被提升到一个很重要的地位。为了表示对纠缠程度的
量度，人们引入纠缠度的概念。由于考察角度不同，所引入的纠缠度的定义有好
几种，分别有不同的用途，彼此也不完全互相吻合。但是，作为量子纠缠的定量
描述，不论定义如何，都满足以下共同准则[21]： 
（1）可分离态的纠缠度为零。 
（2）对任一子系统进行任何局域幺正变换(LU)不应改变纠缠度，即LU 等
价的态具有相同的纠缠度。 
（3）局域操作并经典通讯(LOCC)下纠缠不增加。 
（4）对于直积态，纠缠度应该可加。 
这里我们主要介绍两体纠缠的度量方法，它们分别是部分熵纠缠度、形成纠缠
度、可提取纠缠度、相对熵纠缠度以及部分转置正定性判据。 
 
1、 部分熵纠缠度  
对于两体纯态，纠缠度是一个标量，通常用部分熵纠缠度 pE 来描述一个粒
子体系A和B之间的部分熵纠缠度，一个两体纯态
AB
ψ 的部分熵纠缠度定义为： 
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( ) ( ) ( )p A BE S Sψ ρ ρ= =  
其中， A B ABTrρ ρ= 和 B A ABTrρ ρ= 是复合系统 AB AB ABρ ψ ψ= 的约
化密度矩阵，而 ( )AS ρ 是是von Neumann熵，其定义为： 
2( ) ( log )A A AS Trρ ρ ρ= −  
0Eρ = 时，说明 ABψ 为非纠缠态；如果 1Eρ = ，则 ABψ 为最大纠缠态，
部分熵纠缠度有人也叫做von Neumann 熵。 
部分熵纠缠度表征了系统局域的混乱程度，量子的纠缠越厉害，从局部看的
不确定越大。与两体纯态相比，两体混态、三体或者多体态的纠缠度的研究就不
是那么清楚了，因为多体态的纠缠度包含了更深、更复杂、内容更丰富多彩的特
点和性质。  
2、 形成纠缠度  
对于两体量子态 ABρ ，形成纠缠度的定义为：  
{ , }
( ) min
i i
f AB i p i ABp i
E p Eψρ ψ= ∑  
{ , }i i ABp ψ 是 ABρ 的的任一分解，即 AB i i i
i
pρ ψ ψ= ∑ ， i ABψ 可
以不是正交的，但是要求 i ABψ 是两体的归一化纯态， p i ABE ψ 是部分熵纠缠
度。一般两体量子态形成纠缠度的计算并不简单，但是对于两能级体系，两个子
体系态空间都是2维的，可以将形成纠缠度直接算出来。引入密度翻转矩阵 ABR ： 
*( ) ( )A B A AAB y y AB y yR σ σ ρ σ σ≡ ⊗ ⊗  
其中， Ayσ 、 Byσ 是泡利矩阵的分量。算符 ABR 不一定厄米，但半正定。设其本
征值为 2 ( 1,2,3,4)i iλ = ，且按递减顺序排列，定义Concurrence[22-23]为  
1 2 3 4( ) max{0, }ABC ρ λ λ λ λ≡ − − −  
ABρ 的形成纠缠度为  
21 1 ( )
( ) { }
2
AB
F AB
C
E H
ρρ + −=  
其中， 
2 2( ) log (1 ) log (1 )H ρ ρ ρ ρ ρ= − − − −  
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容易知道 FE 是Concurrence的单调函数，即 1 2( ) ( )F FE Eρ ρ= 当且仅当
1 2( ) ( )C Cρ ρ= 。因此，Concurrence可以很好地描述2 2× 系统的纠缠。  
 
3、 可提纯纠缠度  
Bennett证明通过对n对非最大纠缠对的拷贝进行局域操作和经典通信，可以
浓缩它们的纠缠到数目较少的最大纠缠对上。若每个非最大纠缠对的相对熵纠缠
度为E，当n足够大时，可以得到最大纠缠对的数目渐近于nE，这个过程称为纠
缠的纯化（entanglement purification）或者浓缩（entanglement concentration）。
可提纯纠缠度 DE 可定义为，通过LOCC可以从单位个ρ 提取出来最大纠缠态的
数目。  
( )limD N
k NE
N→∞
=  
相反的，从起始的许多个最大纠缠对出发，通过局域操作和经典通信，可以
制备出数目更多的非最大纠缠对，这个过程称为纠缠稀释（entanglement 
dilution）。因此从这种意义上说，纠缠浓缩和纠缠稀释是可逆的。 
 
4、 相对熵纠缠度  
对于两体量子态 ABρ ，相对熵纠缠度定义为态 ABρ 对于全体可分离态的相
对熵的最小值： 
min ( )
AB
r AB ABD
E Sσ ρ σ∈=  
这里D是两体所有可分离态的集合。 ( )AB ABS ρ σ 是态 ABρ 对于可分离态
ABσ 的相对熵，定义为：  
( ) [ (log log )]AB AB AB AB ABS Trρ σ ρ ρ σ= −  
在相对熵的定义中，需要考虑两体可分离态的所有情况。通常要寻找使得相
对熵达到极小值的 ABσ ，计算上非常困难。  
5、 部分转置正定性判据 
  Peres、Horodecki等人证明了，对于由两能级量子比特组成的两体混合系统，
部分转置为半正定(PPT )是2×2和2×3系统可分离的充分必要条件[24-25]，但若维度
大于2×3，PPT 仅为必要条件。所以对于一个由密度矩阵ρ 所描述的 
2×2和2×3系统，度量其混合态纠缠度的有效且可以计算的方法是NPT[24-25]，它的
定义为： 
 ( ) 2 i
i
E ρ μ −= − ∑  
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 其中 iμ − 是是密度算符ρ 的部分转置的负的本征值。 ( )E ρ 的范围是
0 ( ) 1E ρ≤ ≤ ， ( ) 1E ρ = 表示系统处于最大纠缠态， ( ) 0E ρ = 表示系统处于
可分离态。 
上面我们介绍的几种纠缠度的定义只适用于两体系统，而对于一般的多体系
统纠缠的度量，现在还是一个难题。特殊情况下，保真度是一个较为合适的选择。 
 保真度是衡量两个量子态接近程度的一种度量，是量子通讯和量子计算领域
中的一个重要的物理量。它不仅能给出两个混态量子态之间的接近程度及量子距
离的度量，而且还可以用来度量量子系统的纠缠度。 
两个量子态ρ 和σ 的保真度定义为： 
1 2 1 2( , )F Trρ σ ρ σρ=  
当其中一个量子态为纯态 Φ 时，保真度为 
( , )F Trρ ρΦ = Φ Φ Φ Φ  
也即保真度等于 Φ 和ρ 之间重叠部分的平方根，它揭示了 Φ 和ρ 之间的
相似程度，保真度的范围是0 1F≤ ≤ 。当 1F = 时，表示两个态完全相同。特
殊地，当我们选择其中一个是最大纠缠态时，我们就可以用保真度来度量纠缠。
这为多体量子系统提供了一个有效的方法。文献[26-28]证明 0.5F ≥ 是量子比特处
于纠缠态的充分条件。 
2.4 海森堡自旋链 
2.4.1 海森堡自旋链模型 
 海森堡模型[29]是建立在一套假定之上而提出的自旋-自旋相互作用模型。自
旋-自旋相互作用系统的哈密顿量通常表示为： 
' '
, '
ˆ ˆ' ll l l
l l
H J S S= − ⋅ ⋅∑  
其中， ˆlS 代表第 l 个格点上磁性离子的矢量自旋算符，
, '
'
l l
∑ 代表求和时不计
'l l= 项， 'llJ 是 l 与 l′二格点离子上电子间的交换积分， 
' ( ' )llJ J l l= −  
上面两式表示的自旋-自旋相互作用模型就是海森堡模型。海森堡相互作用
在凝聚态物理中被认为是基本的自旋-自旋相互作用[30]。 
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在应用海森堡模型时，常采用更为简化的哈密顿量。考虑到交换积分的大小
与格点间电子云的重叠程度有关，交换作用是短程作用，可以只计算近邻格点间
的作用。若再假定 ,l lJ δ+ 为各向同性的常数J ，则海森堡模型表示为 
,
ˆ ˆ
l l
l
H J S S δ
δ
+= − ⋅∑                
δ 代表近邻格点间位置矢差。当 0J > 时，上式的基态为铁磁序；当 0J < 时 
可用于描述反铁磁性；当 0J > 且近邻格点为不同磁离子( S 不同)时，则描述亚 
铁磁性，即铁淦氧磁序。 
海森堡相互作用模型体系的性质，随着体系的几何维度、自旋格点位形、相
互作用范围、交换作用参数及格点自旋值等的不同而不同。 
体系的几何维度：是自旋晶格体系的空间几何维数，它对体系的性质有着显
著的影响。维度不同，体系的性质一般不同。低维体系不仅可以用来描述一些相
应的高维实际物质的性质，而且还会有许多丰富而独特的特性。 
自旋格点的位形：主要有正方晶格、三角形晶格、六角形晶格及其它相关晶
格结构。 
相互作用的范围：在绝缘物质中，由于相互作用都是短程的，所进行的研究
因此也大多只计及最近邻及次近邻晶格间的相互作用。 
交换作用参数：当交换积分J 为正时，自旋趋于反平行排列而呈现反铁磁性
或亚铁磁性；当交换积分J 为负时，自旋趋于平行排列而呈现铁磁性；如果J的
大小和符号是变化的，还可以得到螺磁性和其它自旋结构。当晶格的旋转对称性
及平移对称性被破坏以后，自旋沿着某一量子化方向的概率就会占优势，因此会
引入体系的各向异性，此时J 为一矢量。对于给定的物质， J 的数值是由实验
测得的，可以把它作为一个给定的模型参数。由于电子是局域的，模型已假定在
同一格点的离子上，电子间的交换作用可以忽略不计，两格点间所有的电子具有
相同的交换积分。 
格点自旋值：由于组成体系的原子最外层电子数目的不同，会使体系具有不
同的格点自旋值，从而会使体系具有不同的性质。若每个格点的离子上只有一个
未配对的局域电子，则格点自旋值 1 2S = 。 
2.4.2 自旋1 2  
海森堡XYZ链是最普遍的海森堡相互作用模型，海森堡XX，XY，XXX，
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XXZ链都是它的特例。位于外部磁场中的自旋为1 2的N个量子位的海森堡XYZ
模型的哈密顿量[31]是： 
1 1 1 2 1
1
1 ( )
2
N
x x y y z z
x i i y i i i i
i
H J J B Bσ σ σ σ σ σ+ + +
=
⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦∑  
式中 ( , , )i x y z
ασ α = 是第i 个量子位的泡利矩阵， ( , , )J x y zα α = 是海森
堡相互作用强度，磁场B的方向沿Z轴方向。对于自旋相互作用，当 0Jα > 时，
海森堡链是反铁磁性的；当 0Jα < 时，海森堡链是铁磁性的。当 x y zJ J J≠ ≠
时，叫XYZ链，当 x y zJ J J= = 及 x y zJ J J= ≠ 时，分别叫XXX和XXZ链，其
它类推。当 x yJ J= 及 0zJ = 时，叫XX链，也叫各向同性XY链；当 x yJ J≠ 及
0zJ = 时叫各向异性XY链。 
其中，XY链在量子Hall系统[32]以及腔QED[33]系统中可以实现。当 1 2B B= 时，
外部磁场为均匀磁场；当 1 2B B≠ 时，外部磁场为非均匀的。要实现量子计算，
控制单独作用在每一个自旋上的磁场是非常必要的。因此，引入非均匀磁场是非
常必要的。 
2.4.2 自旋 1 
具有海森堡交换相互作用的自旋模型，对高自旋系统会出现更复杂的相互作
用项，例如：对自旋 1S = 双二次相互作用将会出现。具有双二次作用项的 1S =
反铁磁海森堡链的哈密顿量可以表示为[34] 
2
, ,
( ) ( 0)i j i j
i j i j
H J S S J S S Jα= ⋅ +     >∑ ∑            
具有双二次相互作用项的 1S = 反铁磁海森堡链的哈密顿量可改写成 
2
1 1 1
1
2
2
1 1 1
1
2
( )
1 ( )
2
N
z z
i i i i i i
Ni
N
z z
i i i i i i
Ni
H J S S S S S S
J S S S S S Sα
+ − − +
+ + +
= +
+ − − +
+ + +
= +
⎡ ⎤= +⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑
∑
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式中 0J > ， xiS 、 yiS 和 ziS 是格点i自旋 ( 1)S = 的三个分量， x yi i iS S S± = ± ，
α 表示双二次相互作用参数。 
作为一种简单而又实际的固态系统，海森堡链可用于量子信息处理。通过 
适当的编码技术，海森堡链可用做量子计算[35]。 
2.5 密度算符 
2.5.1 密度算符 
描述系统的态有两种类型，一种是纯态；另一种是统计混合态。如果一个系
统的态完全确定，我们就说这种态为纯态，它可由一态矢 tψ ( ) 描述，可由系
统任一物理量的本征态矢集 nu 的叠加态来表示： 
( )n n
n
t C t uψ ( ) = ∑  
式中， ( )n nC t u tψ= ( ) ， 2( )nC t 表征系统处于本征态 nu 的概率，且
满足归一化条件： 
2( ) 1n
n
C t =∑  
物理量A在时间t的期望值由态矢 tψ ( ) 确定： 
 *
,
( ) ( )n p np
n p
A t A t C C t Aψ ψ= ( ) = ∑  
 其中，物理量A的矩阵元为： 
 np n pA u A u=  
与期望值相关联的函数 * ( )n pC C t 可以看作算符 t tψ ψ( ) ( ) 的矩阵元： 
* ( ) ( )p n n pu t t u C t C tψ ψ( ) ( ) =  
因此如果引入纯态的密度矩阵算符： 
t t tρ ψ ψ( ) = ( ) ( )  
那么，在{ }nu 基中密度算符 tρ( )的矩阵元可表示为： 
*( ) ( ) ( ) ( )pn p s n n pt u t u C t C tρ ρ= =  
于是，根据我们可以由密度算符给出物理量A的期望值： 
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,
( )
[ ]
p n n p
n p
p p
p
A u t u u A u
u t A u
Tr t A
ρ
ρ
ρ
=
= ( )
= ( )
∑
∑  
如果系统的态不完全确定，设系统处于态 1ψ 的概率为 1P ，处于态 2ψ 的 
概率为 2P ，……。那么我们就说，系统是处于态 1ψ ， 2ψ ……，且概率分别
为 1P ， 2P ……的统计混合态，这时采用密度算符的方法可以更为方便地描述。
密度算符定义为： 
 ) ( ) ( )k k k
k
t P t tρ ψ ψ( = ∑        
此式的定义对量子力学的三个绘景都适用，其中 kP 为系统处在态 tψ ( ) 的
概率，且在此情况下，物理量A的期望值仍为： 
[ ]A Tr t Aρ= ( )  
对于一个由哈密顿量： 
0 sH H V= +  
描述的系统，如果 0H 不显含时间，可以在相互作用绘景中定义态函数
( )Ik tψ 满足幺正变换： 
( ) ( ) (0)Ik kt U tψ ψ=  
则 
( ) ( ) (0) (0) ( )
( ) 0 ( )
I k k k
k
t PU t U t
U t U t
ρ ψ ψ
ρ
+
+
=
= ( )
∑
 
可见，若知道U(t)，就可以根据 0ρ( )得知 ( )I tρ 。 
2.5.2  约化密度算符 
对于两个彼此有耦合的系统A和B，设系统在 0t = 时刻以前彼此独立，而且
分别有完备基矢集{ ' }A 和{ ' }B ，它们的哈密顿量分别为 AH 和 BH ，并且它
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们之间满足: 
[ , ] 0A BH H =  
若 0t = 以后，两系统相互耦合，系统的总哈密顿量可写为: 
0A B I IH H H V H V= + + = +  
在任一 0t > 时刻，假设总系统处于密度算子 ( )AB tρ 描述的态，这个态可以
是纯态，也可以是统计混合态。如果我们只测量系统A的物理量M，则此时M的
期望值为: 
', '
' '
[ ( )]
', ' ( ) ', '
' [ ' ( ) ' ] '
[ ( )]
AB AB
AB
A B
AB
A B
A A
M Tr M t
A B M t A B
A M B t B A
Tr M t
ρ
ρ
ρ
ρ
=
=
=
=
∑
∑ ∑  
式中， ( )A tρ 为约化密度矩阵算符，定义为： 
( ) [ ( )]A B ABt Tr tρ ρ=  
2.6 退相干 
量子纠缠给量子信息和量子计算带来了光明灿烂的前景。然而，量子纠缠的
脆弱性也给量子信息和量子计算的物理实现带来了障碍。由于环境作用或者其他
的原因，使得量子位能量耗散或者相对位相改变，从而导致量子纠缠的消失，这
种现象就称为量子退相干。量子退相干可使得相干态成为一个不包含任何量子信
息的无价值的态。 
研究量子退相干有三种方法： 
1)  环境导致的退相干 
自20世纪70年代以来，由Zeh提出并由Zurek等发展起来的量子退相干理论，
比较成功地解释了各种量子退相干现象。他们认为量子退相干是由于系统和环境
之间不可避免的相互作用造成的。这个理论还解释了物体如何由微观体系的叠加
态过渡到宏观系统的确定态，并解释了为何世界没有在大尺度下显示叠加性，及
世界如何“分裂”等。人们可以借助系统的密度矩阵来描述退相干[36]，因为密度矩
阵的对角元素代表了经典的概率态，其它非对角元则代表了这些态之间的相干关
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联。当退相干产生时，密度矩阵迅速对角化，从而使得量子叠加性质消失。在这
一理论框架下，人们己经进行了大量理论[37]和实验[38]的研究工作，并取得了重
要进展。这一理论模型得到了大多数人的支持。 
2)  随机退相干 
1954年，Anderson[39]和Kubo[40]建立了随机退相干模型。这个模型的根本思
想是利用随机过程来描述退相干，具体做法就是在量子力学方程中引入随机变量
考虑宏观物体不可避免要与周围环境发生相互作用而引起的随机因素[41]。但是，
与环境的相互作用原则上可能尽量减弱，单用环境的影响来解释宏观系统量子态
的退相干难以令人信服[42-43]。 
2)  内禀退相干 
这是一种广泛适用的解释退相干的方法。通过修改Schrödinger方程使相干性
在系统达到宏观量级时作为系统的物理特性自动被破坏.。有几个建议通过修正
薛定谔方程来解决退相干问题[44-50]。在这样一种方法中，当量子系统演化时，量
子相干自动被破坏，这意味着在宏观尺度下系统行为是经典的。这种内禀退相干
(intrinsic decoherence)方法在几个模型下已被研究。特别地，Milburn[51]基于一个
假设对标准量子力学作了简单的修正。这个假设是：在足够短的时间内，系统不
做连续的幺正演化而是处于一个相同幺正变换的随机序列中。这样的假设导致修
正的薛定谔方程在能量本征态基上包含一项量子相干衰减项，没有与正常衰减相
联系的通常的能量耗散。 
在标准量子力学中，保守量子系统的动力学由通过演化算符
( ) exp( )U t iH= − h 支配的密度算符ρ 来描述，其中H是相应的Hamiltonian量。
在时间间隔 ( , )t t τ+ 内量子系统态的变化由如下幺正变换支配： 
( ) ( )
exp exp
t U t U
i iH t H
ρ τ τ ρ τ
τ ρ τ
+( + ) = ( )
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ( )⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦h h
 
对于任意大小的τ 上式都有效。 
Milburn 对上述变换式给出了三个新的假设： 
(1) 对于足够短的时间步长，系统不依照上述幺正变换连续进行演化，而是随机
的变化.。系统变化的几率是 ( )ρ τ ，反映了系统状态的量子跳跃。 
(2) 如果系统的状态进行某种变化，那么密度算符按下面关系变化 
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exp ( ) exp ( )i it H t Hρ τ θ τ ρ θ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤( + ) = − ( )⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦h h  
其中 ( )θ τ 是τ 的函数。在标准量子力学中，我们有 ( ) 1ρ τ = 和 ( )θ τ τ= 。在
Milburn 提出的广义模型中我们只要求对足够大的τ 有： 
 1ρ τ( ) → 和θ τ τ( ) →  
(3) 假设 
 00
lim ( )τ θ τ θ→ =  
上面引入了一个最小时间步长. 这个时间步长的倒数等于幺正步长的平均频
率。 
Milburn模型中 tρ( )的变化率由下述方程给出： 
exp expd i it H t H t
dt
ρ γ ρ ργ γ
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤( ) = − ( ) − ( )⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭h h
 
其等价于假设在一个很短的时间内系统演化的几率是ρ τ γτ( ) = 。上述是对
薛定谔方程的推广.。在γ → ∞（即，当基本时间步长趋于零时），方程约化到
通常的密度算符的Von Neumann 方程.。展开方程到 1γ − 的一阶项，动力学方程
有下列形式： 
[ ] [ ]21, , ,2
d it H H H
dt
ρ ρ ργ ⎡ ⎤( ) = − − ⎣ ⎦h h  
方程的一阶修正可使得在能量本征态基矢上密度算符的对角化。再者，这项
引入了发散变量，它不和Hamiltonian量对易，但是所有运动常数与Hamiltonian
量对易，因此保持不受影响。 
2.7  量子相变 
2.7.1 临界现象 
物质系统的内部，由于其内部有序度和对称性的差别而引起的、相与相之间
在结构、功能、性态等方面的差异，可以用序参量来表征。广义的说，相变是物
质系统由一种稳定状态(恒定性态)向另一稳定状态(恒定性态)的跃迁过程。即是
指当外场和控制参量连续变化达到某个临界值而引起系统内部对称性的破缺和
有序度的突变。临界点是相变现象中的一个关节点，相变系统在临界点邻域表现
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出了非常奇特的行为。当控制参量和外场趋近于某个临界点时，系统在微观水平
上调整着自身，预示着将出现大的涨落。在临界点，反映系统有序度的序参量连
续地出现或消失，某些物理量出现了反常涨落和奇异发散。虽然各种各样的相变
系统所含的变量具有很大的差异，但它们的临界行为都显示出极大的相似性，不
论其包含的物质和变量如何特殊，在临界点邻域它的变化规律和发展趋势是相同
的，这就叫做临界现象[52-53]。 
2.7.2 量子相变理论 
所有宏观物体都是由微观粒子组成的，它们具有量子力学特性的，并按照一
定的结构组合在一起。对于一些特殊的微观结构，微观粒子之间会有特定的相互
作用，而这些相互作用的整体又决定了这个物体的宏观性质。一般环境下，由于
热力学涨落等诸多原因的影响，量子世界的很多奇妙性质会被掩盖而不易让人察
觉到。随着低温技术的不断提高，这些被热力学涨落所掩盖的微观量子现象更清
晰地向我们展现出来。量子相变(quantum phase transition)现象[54]便是其中之一，
它是发生在绝对零度条件下不同于经典相变的另一种相变现象，完全是由量子涨
落引起的。量子相变现象在很多物理体系里面都可以发生，如熟知的自旋链系统，
狄克(Dick)模型[55]，LMG模型[56]等等。研究表明，一些物质在绝对零度时可以处
于不同的相，而且不同的相之间不能够平稳的过渡，物质从一个相转变到另一个
相必须要经历一个临界过程。这是因为在不同的条件下，不同种类的量子涨落都
试图以各自独特的方式来决定和影响系统的基态。在临界状态的时候，这些不同
种类的量子涨落的竞争处于平衡状态。此时，即使一个外部参量或耦合系数生很
小的变化，也会引起系统微观特性发生根本性变化，即系统正经历着量子相变。
量子相变具体表现在多体系统的基态性质出现一个剧烈变化。在参数空间中，相
变的临界点一般为基态能量的奇异点。 
与经典相变类似，在量子相变中，关联长度仍是最重要的物理量。在临界点
处，关联长度是发散的。由于量子系统中存在经典系统中没有的量子关联一纠缠，
人们很自然地想到，可以利用多体系统内部粒子之间的量子纠缠性质来研究量子
相变现象。对于强关联系统来说，粒子之间的关联不仅仅限于近邻关联，甚至会
有全局关联，因而量子纠缠在这里非常复杂。它应该会反映强关联系统的物理性
质，尤其是量子相变。 
在2002年，Osterloh及Osborne等人[58]先是研究了一维磁性系统中两近邻粒子
之间的量子纠缠在相变点附近的标度律行为，其中的两体纠缠采用了并发度
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(Concurrence) [59]来度量。他们的研究表明，量子粒子之间的并发度能够很好的反
映整个系统发生的量子相变，并且并发度在临界点附近的标度性质可以用来区分
不同的量子相变类型，这个研究揭示了量子非定域性质与量子多体系统性质之间
的联系，也激发了人们研究量子纠缠现象与量子多体系统性质之间关系的兴趣。
2003年Vidal等人又[60]用块熵(area entropy)研究了自旋系统的量子纠缠，发现其临
界行为与共形场论中的熵非常类似，从而建立了凝聚态物理量子场论、和量子信
息之间的联系。
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第 3 章 正文 
3.1 三量子比特与XY自旋链耦合 
 本文讨论的模型为三量子比特与一维XY海森堡自旋链耦合。其中三个量子
比特为三个相互纠缠的自旋为1/2的中心粒子，处于横向磁场中的XY自旋链为外
场。XY自旋链包含参数 ,γ λ 。本文研究外场自旋链的量子相变对中心三量子比
特退纠缠的影响。在参数空间中包含两个临界区域：区间 ( , ) (0,(0,1))γ λ = ，
此时外场转化为XX自旋链；临界点 1cλ = [54]。下面求解此模型。 
系统的总哈密顿量是（h设为单位）： 
1 1
1
1
( )
1 1( )
2 2
( )
2
N
x x y y z
l l l l l
l
N
Z Z Z z
A B C l
l
E I
H
g
H Hλ
γ γσ σ σ σ λσ
σ σ σ σ
+ +
=
=
+ −= − + +
− + +
≡ +
∑
∑            （3.1） 
其中公式的第一行定义为 ( )EH
λ ，表示自旋链外场的哈密顿量；第二行定义
为 IH ，表示中心量子比特与自旋链的相互作用。参数λ 表征横向磁场的强度，
γ 量度面内相互作用的各向异性。当γ =1 时，外场变为 Ising 自旋链，当γ =0
时，外场变为 XX 自旋链。 
算符 ( )Z Z ZA B Cσ σ σ+ + 的本征态可以表示为： 
1
2
3
4
= + + +
= − − −
= + + −
= + − +
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5
6
7
8
= − + +
= + − −
= − + −
= − − +
                                                （3.2） 
公式（3.1）中的哈密顿量 H 可以改写为： 
1 1
1 1
2 2
( )
2
N
x x y y
l l l l
l
Z Z Z z
A B C l
H
g
γ γσ σ σ σ
λ σ σ σ σ
+ +
+ −⎧= − +⎨⎩
⎫⎡ ⎤+ + + + ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎭
∑
            （3.3） 
 
因此 H 又可以改写为： 
8
1
j
E
j
H j j H λ
=
= ⊗∑                                     （3.4） 
其中参数 jλ 为： 
1 2
3 4 5
6 7 8
3 3,
2 2
1
2
1
2
g g
g
g
λ λ λ λ
λ λ λ λ
λ λ λ λ
= + = −
= = = +
= = = −
                                   （3.5） 
j
EH
λ 由把 EH
λ 中的λ 替换为 jλ 得到。 
考虑系统初态 ( ) ( ) ( )0 0 0S EΨ = Ψ ⊗ Ψ ，其中 ( )0SΨ 是中心自旋
粒子的初态， ( )0EΨ 是外场自旋链的初态。时间演化算子可以写为
U(t)=exp(-iHt)，这时有 ( ) ( ) ( )0t U tΨ = Ψ 。为求解 U(t)，我们对哈密顿量
H 做 Jordan-Wigner 变换： 
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† †
† †
†
(1 2 )( ),
(1 2 )( )
1 2
x
l m m l l
m l
y
l m m l l
m l
z
l l l
a a a a
i a a a a
a a
σ
σ
σ
<
<
= − +
= − − −
= −
∏
∏                              （3.6） 
经过变换之后，我们得到： 
† † † †
1 1 1 1
†
[( ) ( )
(1 2 )]
j
N
E l l l l l l l l
l
j l l
H Nl a a a a a a a a
a a
λ γ
λ
+ + + += − + + +
+ −
∑
   （3.7） 
接 下 来 我 们 引 进 傅 里 叶 变 换 ： 21 i lk Nk l
l
d a e
N
π−= ∑ ， 其 中
,...,k M M= − ， ( 1) 2M N= − 。然后再进行 Bogoliubov 变换，哈密顿量
可以被对角化，结果为： 
†
, ,
1
2
j j
j jE k k k
k
H b bλ λ λ λ
⎛ ⎞= Ω −⎜ ⎟⎝ ⎠∑                            （3.8） 
其中能谱 jk
λΩ 由下式给出： 
2 2 2 22 ( ) sinj jk k
k
N
λ λ πε γΩ = +                          （3.9） 
其中
2cosjk j
k
N
λ πε λ= − ，并且 
†
, (cos ) (sin )2 2
j j
j
k k
k k kb d i d
λ λ
λ
θ θ
−= −                     （3.10） 
其中角 jk
λθ 满足cos 2j j jk k kλ λ λθ ε= Ω 。 
哈密顿量（3.4）的时间演化算子由下式给出： 
8
1
( ) ( )jE
j
U t j j U tλ
=
= ⊗∑                              （3.11） 
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其中 ( ) exp( )j jE EU t iH t
λ λ= − 。 
假设初态自旋粒子 A、B、C 之间是纠缠的，而它们与自旋链之间是非纠缠
的。则系统初态可表为直积态： 
(0)tot EABCφ ψΨ = ⊗                               （3.12） 
其中
ABC
φ 为三个中心自旋粒子的纠缠初态， Eψ 为外场自旋链的初态。
因而，中心自旋粒子演化的约化密度矩阵为： 
'
8
†
'
, ' 1
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 'j j
ABC E tot tot
j j E E E E
j j
t Tr t t
c c U t U t j jλ λ
ρ
ψ ψ∗
=
= Ψ Ψ
= ∑  （3.13） 
其中 j ABCc j φ= 。公式（3.13）说明了，外场自旋链仅通过相干性因子
F(t)调制 ABCρ 的非对角项： 
'†( ) ( ) ( )j jE E E EF t U t U t
λ λψ ψ=                        （3.14） 
ABCρ 的对角项不受外场影响，因为当 'j j= 时，相干性因子为单位值。本
文将仅讨论 j=1，j’=2 的情形。显然地， ( )F t 的值接近 1 表示外场与中心自旋的
作用很弱。另一方面， ( )F t 的值接近 0，意味着外场自旋链对量子比特的相干
和纠缠有很强的抑制作用。 
设 G λ 为 EH
λ 的基态，它可从 jEH
λ 的基态
j
G λ 得到： 
† †
, ,
1
cos (sin )j j
j j j
M
k k k k
k
G i b b Gλ λ λ λλ λα α −=
⎡ ⎤= +⎣ ⎦∏      （3.15） 
其中 ( ) 2j jk k k
λ λ λα θ θ= − 。 
( )F t 可以被改写为： 
'†( ) ( ) ( )j jE EF t G U t U t G
λ λ
λ λ=                      （3.16） 
下面讨论 1, ' 2j j= = 的情况， 
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2 1
2 2
2 2 2
2 1
1 1
1 1 1
†
, ,
† †
, ,
( ) ( ) ( )
cos (sin )
cos (sin )E E
E E
k k k k
k
iH t iH t
k k k k
k
F t G U t U t G
G i b b
e e i b b G
λ λ
λ λ
λ λ
λ λ
λ λ λ
λ λ
λ λ λ
α α
α α
−
−
−
=
⎧ ⎫⎡ ⎤= −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤× +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
∏
∏
                                                              （3.17） 
运用等式 † †, , kE E
i tiH t iH t
k ke b e b e
λλ λ
λ λ
− Ω− = ，公式（17）可以化简为： 
1 2
1 2
1 2
1 2
1 2 1 2
1 2
1 2 1 2
1 2
2
, ,
0
2
2
, ,
, ,
2
, ,
( ) cos ( )cos ( )
2
sin ( )cos ( )
2
cos( )cos( )sin ( )
2 2
sin( )sin( )sin ( )
2 2
k k
k
k k
k k
k k
F t t
t
t
t
λ λ
λ λ
λ λ
λ λ
λ λ λ λ
λ λ
λ λ λ λ
λ λ
θ θ
θ θ
θ θ θ θ
θ θ θ θ
>
⎧ −⎡⎪ ⎡ ⎤= Ω − Ω⎨⎢ ⎣ ⎦⎪⎣⎩
− ⎤⎡ ⎤+ Ω + Ω ⎥⎣ ⎦⎦
+ −⎡ ⎡ ⎤+ Ω − Ω⎢ ⎣ ⎦⎣
⎫+ − ⎤ ⎪⎡ ⎤− Ω + Ω ⎬⎥⎣ ⎦⎦ ⎪⎭
∏
1 2
 （3.18） 
此式即为相干性因子的严格解。根据此式，我们下面将展开一些讨论。 
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3.2 自旋链的量子相变对中心粒子退纠缠的影响 
 
 
 图 3.1 中，|F(t)|是磁场强度λ 和时间 t 的函数。其中，N=101，g=0.1，γ =1.0，
即模型变为 Ising 模型，且为弱耦合状态。从图中可以看到，在远离临界点 cλ =1
的地方，|F(t)|表现出震荡行为。当λ 趋近 cλ 时，震荡迅速衰减。根本性的变化
发生在量子相变的临界点： 1cλ λ= = 。图中显示，在临界点，|F(t)|很快地演化
为 0。这说明外场自旋链的量子相变极大地促进了中心自旋粒子的退纠缠。 
图 3.1 
( )F t
λ t
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 图 3.2 显示了自旋链大小的不同在量子相变点对相干性因子的影响，其中
g=0.05，λ =1，γ =1。当 N 趋近热力学极限时，量子相变在 Ising 自旋链里的
作用变得非常明显，它在很短的时间内就完全解开了三个中心量子比特的纠缠。 
 
 
 
图 3.2 
( )F t
t
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图 3.3 中，相干性因子|F(t)|是自旋各向异性参数γ 和时间 t 的函数。模型为
三个量子比特与 XY 自旋链耦合，其中λ =1，N=101，g=0.05 。 
我们注意到，当 0γ = 时，|F(t)|不随时间演化，始终为 1。此时，外场自旋
链的量子相变对中心自旋粒子的退纠缠没有作用。因此，量子相变对退纠缠的促
进，可能由于自旋链模型中各向异性参数特殊的选择而被破坏。 
从图中可以看出，当γ 远离 0 的时候，相干性因子震荡地逐渐演化为 0。 
 
图 3.3 
γ
( )F t
t
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我们发现，在量子相变点附近，相干性因子|F(t)|随时间演化时，其在下列的
变换下保持不变： 
 , / , / , / / ( )t mt m g g m N mNδ δ γ γ→ → → →  
 其中 cδ λ λ= − 描绘量子相变点附近的特征。为了阐述这种值得注意的比例
性质，我们在图 3.4 和图 3.5 中画出了|F(t)|在不同系统参数下随时间演化的过程。
其中图 3.5 的参数值按 m=4 的比例从图 3.4 中得到。这两图证明|F(t)|随时间的演
化确实遵循比例转换规则。 
图 3.4 
图 3.5 
( )F t
0.1
1
0.1
1.0
g
δ
λ δ
γ
=
= −
=
=
t
( )F t
0.025
1
0.025
0.5
g
δ
λ δ
γ
=
= −
=
=
t
  27
结论 
本文研究了三量子比特与 XY 自旋链耦合时的退纠缠动力学过程，得到了相
干性因子|F(t)|的精确表达形式。广泛讨论了|F(t)|与外场自旋链的量子相变的关
系。一般的，三量子比特的退纠缠在外场自旋链发生量子相变的时候被最大的增
强。分析表明，相干性因子急剧衰减的行为在临界点 1cλ λ= = 的附近。这种衰
减行为在 0γ = （即 XX 自旋链）的特殊情况下被破坏，此时|F(t)|不受外场影响。
进一步，我们为相干性因子在量子相变点附近的演化建立了一套比例规则。我们
期待这种比例规则可以用来引导将来对多量子比特的退纠缠动力学的实验测量。 
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附录 
用于画图的 Mathematica 程序。 
一、图 1 的程序。 
 
 
二、图 2 的程序（图 4、图 5 的程序类似）。 
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三、图3的程序 
 
